Fourier’'n muunnos

Maaritelmia

Funktion f Fourier'n muunnos F' = F f on
F(u) = / f(z)e 2™ gy,

ja kaanteismuunnos

f(z) = / b F(u)e*™ ™ duy,
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Muitakin méaaritelmia kaytetaan yleisesti. Integraalin edessi voi ol-
la vakiokertoimia, kuten 1/27 tai 1/v/27. Eksponentin tekija 27 voi
puuttua tai merkit voivat olla toisinpain. Tarkista aina, mita maari-
telméa milloinkin on kaytetty!

Esimerkiksi yksikkdpulssin rect(z) Fourier'n muunnos:

R(u) = / rect(x)e” 2 dy
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Yksikkopulssin avulla voidaan méaaritelld funktiot
On(x) = nrect(nx).
Funktion §,, Fourier'n muunnos on sinc(mwu/n).

Raja-arvona saadaan Diracin delta-funktio.
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Fourier’'n muunnoksen ominaisuuksia

Flaf +bg) =aFf+bFg.
Flf(az)] = ‘ailm/a).

f[f(.fl? _ a)] — F(u)e—%riua.
Parsevalin teoreema:
/ f(z)g" (v)dr = / F(u)G*(u) du,

missé tahti (*) tarkoittaa kompleksikonjugaattia.

Jos valitaan g = f, saadaan

[ uwra= [ pwe
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Konvoluutio

Funktioiden h ja f konvoluutio on

(e D)) = [ bla o) p(et) a
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Konvoluution Fourier'n muunnos on funktioiden muunnosten tulo:

F(hx f)(u) = (Fh)(u)(Ff)(u) = H(u)F(u).
Funktioiden f ja g korrelaatio Ry, on

Ryg(x / f(a)g(x +a") dz’.

Funktion korrelaatio itsensi kanssa on autokorrelaatiofunktio:
Ryp(x / f@) f(z+a)da!,

jonka Fourier’'n muunnos on

FRyp = |F(u)]*.

Tehospektri (power spectral density, PSD):
Py(u) = |F(u)? + |F(~u)|*.
Jos f on reaalinen, on

Pp(u) = 2|F (u)|*.



Diskreetti Fourier'n muunnos

Oletetaan, ettd muunnettava funktio tunnetaan tasavélein sijaitsevis-
sa pisteissd f, = f(nAx), n =0,..., N — 1. Se voidaan siten esittaa
N:n alkion vektorina f = (fo,..., fn—1).

Diskreetti Fourier’'n muunnos maéaaritellaan:
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Siten koko lausekkeen arvo on
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Normitustekija 1/N esiintyy vain jommassakummassa muunnoksessa.
Joskus sita kaytetaan suoran muunnoksen lausekkeessa, jolloin se ei
esiinny kaanteismuunnoksessa.

Diskreetissa tapauksessa funktion ja sen muunnoksen arvoja esittavat
luvut f, ja Fj liittyvat itse funktioiden f ja F' arvoihin kaavoilla

fn = Az f(nAz),
F, = F(kAu),

misséa

1
AuAz = —
YSEEN

Kaksiulotteisen kuvan muunnos saadaan vastaavalla tavalla:
N—1M-1 ok mi
Fy, = nzzo mzzo fr,m exp (—2m (W + M))
Kaanteismuunnos on
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Naytteenottolause ja Nyquistin taajuus

Milla edellytyksilla alkuperainen signaali voidaan rekonstruoida disk-
reeteista naytteista?

Tunnetaan funktion f = f(z) arvot tasavalisissd pisteissd x = kT.
Muodostetaan funktio g siten, etta

S° FT)gla — k).
k=—oc0
Oletetaan, etta funktioilla f ja g on Fourier'n muunnokset.

flz) = Z/ F()glz —t)5(t — kT) dt

k=—00

:/ F(t)g(z — 1) (Z 5t—k:T>dt

k=—o00

Suluissa oleva olio koostuu aarettoman monesta piikista, jotka sijait-
sevat etaisyydella T toisistaan. Jaksollisuutensa vuoksi se voidaan
esittaa Fourier'n sarjana:
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Niin ollen on
27'rint/T g(ill' — t)
n_zoo / ) <—T dt

T&mé on konvoluutioiden summa. Olkoot F'(u) ja G(u) funktioiden f
ja g Fourier'n muunnokset. Funktioiden

- —t
f(t)eZTrznt/T ja g(xT )



muunnokset ovat

Flu—n/T) ja G(u)/T.

Konvoluutiolauseen avulla saadaan

—# i F(u—n/T).

n=—oo

Oletetaan nyt, ettd F'(u) = 0, kun |u| > f. jollekin f.. T&ma tarkoit-
taa, ettd f ei sisélld tédtd rajaa korkeampia taajuuksia. F'(u — n/T')
on funktion F'(u) kopio, jota on siirretty askelen n/T" verran. Jos T' <
1/2f., ndma funktion F' kopiot eivét ulotu toistensa péadlle. Jos vali-

taan
_ T, jos |ul < fe,
Glu) = {0, muuten,

yhtalo toteutuu.

Nyt g saadaan ottamalla funktion G kdanteismuunnos:

fo oo

g(:v) — / Tez27ru9c du
_fc

sin 27 f.x

T
= 27T f.sinc(27 fox).

Jos taas T' > 1/2f., F:n kopiot menevét paéllekkdin. Silloin emme
pysty 1oytaméaan sellaista funktiota GG, joka toteuttaisi yhtalomme.

Naytteenottolause (sampling theorem):

Jos funktion f Fourier'n muunnos haviédé kaikille |u| > f., f voidaan
rekonstruoida taysin f:n arvoista pisteissa, joiden etdisyys on 1/2f,
tal pienempi.

Jos signaali sisaltaa taajuuksia, jotka ovat suurempia kuin puolet
naytteidenottotaajuudesta, signaalia ei voi enaa rekonstruoida yk-
sikasitteisella tavalla. Nama korkeat taajuudet saattavat aiheuttaa
alias-ilmion (aliasing), eli rekonstruoituun signaaliin ilmaantuu vir-
heellisen tulkinnan vuoksi taajuuksia, joita alkuperiisessa signaalissa
ei ole.



FFT (Fast Fourier Transform)

Menetelma liitetdan yleensd Cooleyn ja Tukeyn julkaisuun vuodel-

ta 1965, vaikka vastaavanlaisia ajatuksia tunnettiin paljon aiemmin-
kin (Gauss 1805). Parhaimmillaan menetelmé on, kun muunnettavan
vektorin pituus on kakkosen potenssi, mutta algoritmista on olemassa
versioita myos yleiselle tapaukselle.

Kun munnettavan vektorin alkioiden maara N on kakkosen potenssi,
muunnos voidaan laskea ajassa N log N.

Danielsonin ja Lanczosin lemma(1942):
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W = 6—271’i/N

Lasketaan siis erikseen parillisten ja parittomien alkioiden muunnok-
set, ja niista yhdistetdan lopullinen muunnos.

Kumpikin osa voidaan edelleen kasitella samalla tavalla. Jatketaan
rekursiivisesti, kunnes muunnettavana on vain yksi alkio.



program fft
implicit none
real, parameter :: pi=3.141592654
integer, parameter :: m=2, n=2%*m
complex a(0:n)
integer i

a(0)=(0.0, 0.0) ; a(1)=(1.0, 0.0)
a(2)=(2.0, 0.0) ; a(3)=(3.0, 0.0)

write (*,*) ’alkuperainen data’
do i=0,n-1

write(*,’ (2F8.4)7) a(i)
end do

! ensin suora muunnos
call fourier(a, m, n, 1)
write (*,*) ’suora muunnos’
do i=0,n-1

write(*,’ (2F8.4)’) a(i)
end do

! sitten kaanteismuunnos
call fourier(a, m, n, -1)
write (*,*) ’kaanteismuunnos ’
do i=0,n-1

write(x,’(2F8.4)’) a(i)
end do

contains

subroutine fourier (a, m, n, sig)
kompleksimuuttujan Fourier’n muunnos
alkuperainen data on vektorissa a(0:n-1)
muunnettavan vektorin pituuden n on oltava
kakkosen potenssi, n=2%*m
muunnos korvaa alkuperaisen vektorin a(0..n-1)
jos sig < 0, lasketaan kaanteinen muunnos

implicit none

integer, intent(in) :: m, n, sig

complex, dimension(0:n), intent(inout) :: a

integer i,j,k,1, half_n, le,lel,ip

real angle

complex x,u,w,t

half _n=n/2

! jos kaanteismuunnos, konjugoidaan a
if (sig < 0) a = conjg(a)

| jarjestellaan vektori a s.e. a(s)=a(j), missa
! s on j:n binaariesitys takaperin
j=t
do i=1, n-1
if (i < j) then



x=a(j-1) ; a(j-1) =a(i-1) ; a(i-1) =x;
end if
k = half_n
do while (k < j)
j=jk; k=k/2
end do
j=J+k
end do

! muunnetaan palasia, joiden pituus on
I 1e=2,4,8, ...
le=2
dol=1, m
lel = 1e/2
u = cmplx(1,0)
angle = pi/lel
w = cmplx(cos(angle),sin(angle))
do j=1,1lel
do i=j,n,le
ip=i+lel
x =a(ip-1)
t=xx*u
a(ip-1) = a(i-1)-t
a(i-1) = a(i-1)+t
end do
X=u*w
u=x
end do
le = 2xle
end do

! jos kaanteismuunnos, konjugoidaan a takaisin
! ja normitetaan
if (sig < 0) a=conjg(a)/n

end subroutine

end program



Ohjelman tulostus:

alkuperainen data
0.0000 0.0000
1.0000 0.0000
2.0000 0.0000
3.0000 0.0000
suora muunnos
6.0000 0.0000
-2.0000 -2.0000
-2.0000 0.0000
-2.0000 2.0000
kaanteismuunnos
0.0000 0.0000
1.0000 0.0000
2.0000 0.0000
3.0000 0.0000
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Aarellisen aineiston muunnos

voidaan kirjoittaa muotoon

Fr(u) = /00 wr f(t)e 2™ dt = F(wrf),

missa wr on dataikkuna

1, kunte [-T/2,+T/2],
0 muuten

wr(t) = {

Diskreetti muunnos saadaan kayttamalla ikkunaa

jolloin

Fy(u) = /_OO > 8t tn) f(t)e T at
_ Z f(tn)e—Qﬂiutn )

Téhtitieteessd havainnot eivit juuri koskaan ole tasavélisié (esim.
tdhden valokdyra). Ikkunan wy lausekkeessa ajat ty voivat olla mie-
livaltaisia, joten diskreetti muunnos voidaan laskea oleellisesti samalla

tavalla myos ei-tasavaliselle aineistolle.



